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Kumpulan tiedekirjasto
Tässä työssä tutkitaan neliön tasaosittamiseen liittyvää Monskyn lausetta sekä esitellään sen
todistamisessa tarvittava matemaattinen koneisto. Monskyn lause on matemaattinen lause, joka
yhdistää kaksi toisistaan näennäisesti erillistä matematiikan osa-aluetta. Lauseen mukaan neliötä
ei voida osittaa parittomaan määrään kolmioita, joilla on keskenään sama pinta-ala. Päämää-
ränä on esitellä Monskyn lauseen todistamiseen tarvittava koneisto sekä itse lause ja tämän todistus.
Monskyn lauseen merkittävyys piilee siinä, että sen todistus rakentuu kahdesta (tai kolmesta)
osasta, jotka yhdistävät kaksi näennäisesti erillistä matematiikan osa-aluetta, topologian ja al-
gebran. Todistuksen topologinen osuus tiivistyy niin kutsuttuun Spernerin lemmaan, josta on
työssä esitetty useampi versio. Todistuksen algebrallinen osuus puolestaan sisältää valuaatiot
ja näiden laajennukset. Valuaatioista työssä perehdytään erityisesti 2-adiseen valuaatioon sekä
Chevalleyn lauseeseen, jonka avulla pystytään rationaalilukujen kunnassa määritelty 2-adinen
valuaatio laajentamaan reaalilukujen kuntaan.
Ensimmäisessä luvussa johdatellaan aiheeseen käymällä läpi, miten ongelma neliön tasaosittami-
sesta parittomaan määrään kolmioita on saanut alkunsa ja kuinka Monskyn lauseen todistus on
pala palalta vuosien saatossa saavuttanut yleistetyn muotonsa. Toisessa ja kolmannessa luvussa
luodaan matemaattinen koneisto Monskyn lauseen todistamiselle erityistapauksessa, kun neliön
kärkipisteiden koordinaatit ovat rationaalilukuja. Näissä luvuissa lukija perehdytetään Spernerin
lemmaan, valuaatioihin ja näiden ominaisuuksiin sekä 2-adisen valuaation käsitteeseen. Kappalei-
den keskeisiä käsitteitä ovat muun muassa täydellisyys, valuaatio ja 2-adinen valuaatio.
Neljännessä luvussa esitetään ja todistetaan Chevalleyn lauseesta välittömästi seuraava tulos,
jonka avulla pystymme laajentamaan minkä tahansa valuaation mistä tahansa kunnasta tämän
kunnan alikuntaan. Tuloksen ansiosta Monskyn lause on mahdollista yleistää.
Viidennessä ja samalla viimeisessä luvussa päästään viimein varsinaiseen Monskyn lauseen todis-
tukseen. Luvun alussa todistusta pohjustetaan vielä muutamilla valuaation ominaisuuksiin pohjau-
tuvilla lemmoilla. Alaluvussa 5.1. todistetaan Monskyn lause nojautuen Spernerin lemmaan sekä
luvussa aiemmin esitettyyn 2-adisen valuaation ominaisuuksiin perustuvaan lemmaan 5.4.. Lopuksi,
alaluvuissa 5.2.-5.4. käsitellään vielä muutamia tunnettuja tuloksia liittyen muiden monikulmioiden
tasaosituksiin.
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Luku 1
Johdanto
Monskyn lause neliölle on matemaattinen lause, jonka mukaan neliötä ei voi jakaa parit-
tomaan määrään kolmioita, joilla on keskenään sama pinta-ala. Lause on merkittävä, sillä
se yhdistää kaksi näennäisesti erillistä matematiikan osa-aluetta ja innostaa tutkimaan
asioita, jotka muuten jäisivät huomiotta. [11]
Varsinainen ongelma neliön jakamisesta parittomaan määrään kolmioita, joilla on kes-
kenään sama pinta-ala, sai alkunsa vuonna 1965, kun Fred Richman oli laatimassa geo-
metrista tehtävää maisteritason kokeeseen. Hän havaitsi, että oli helppoa jakaa neliö pa-
rilliseen määrään kolmioita, joilla on keskenään sama pinta-ala, mutta ei nähnyt miten se
onnistuisi parittomalla määrällä. Hän onnistui kuitenkin näyttämään, ettei se onnistui-
si kolmella tai viidellä kolmiolla. Hän mainitsi ongelmasta kollegalleen John Thomasille,
joka onnistui kuukausien ponnistelujen jälkeen todistamaan, että neliö on mahdotonta ja-
kaa parittomalla määrällä kolmioita, joilla on keskenään sama pinta-ala, jos kaikki neliön
kärjet sijaitsevat rationaalisissa koordinaateissa, joiden nimittäjät ovat parittomia luku-
ja. Vasta vuonna 1970 Paul Monsky [7] ratkaisi kysymyksen poistaen oletuksen kärkien
koordinaateista.
Ongelman todistus koostuu kahdesta (tai kolmesta) osasta, jotka yhdistävät kaksi
hyvin erilaista matematiikan osa-aluetta:
(1) kombinatoriikka/topologia – Spernerin lemma
(2) lukuteoria/algebra – 2-adinen valuaatio (sekä valuaatioiden laajennus).
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Vaikka ongelma on geometrinen, sen todistus sisältää yllättävän vähän geometriaa, mutta
sitäkin enemmän algebraa (valuaatioiden muodossa).
Tämän työn tarkoituksena on esitellä matemaattinen koneisto Monskyn lauseen to-
distuksen takana sekä itse Monskyn lause neliölle ja sen todistus. Työ tutustuttaa lukijan
muun muassa Spernerin lemmaan ja 2-adisiin valuaatioihin sekä valuaatioiden laajen-
nuksiin. Lopuksi tarkastellaan tasaositusta muiden monikulmioiden kohdalla ja esitetään
joitakin tähän liittyviä tuloksia.
Työ pohjautuu pääosin teoksiin Algebra and Tiling: Homomorphisms in the Service of
Geometry [10] ja Valued Fields [2].
4
Luku 2
Spernerin lemma
Aloitetaan Monskyn lauseen todistuksen topologisesta osuudesta, Spernerin lemmasta,
jonka Sperner todisti vuonna 1928. Hän sovelsi lemmaansa avaruuden ulottuvuuksien tut-
kimuksissa. Tässä kohtaa Spernerin lemmaa tarvitaan vain kaksiulotteisessa avaruudessa,
mutta se on määritelty myös yksi- ja n-ulotteisissa avaruuksissa.
Kuva 2.1: Simpleksinen ositus Kuva 2.2: Ei-simpleksinen ositus.
Kaksiulotteisen avaruuden tapauksessa Spernerin lemma liittyy tasomonikulmion simplek-
siseen ositukseen kolmioiksi. Adjektiivi ”simpleksinen” tarkoittaa sitä, että kaksi sivuavaa
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kolmiota leikkaavat toisensa joko yhteisessä kärjessä tai kahdessa kärjessä ja niitä yhdistä-
vällä särmällä. Kuvassa 2.1 on esitetty simpleksinen ositus; kuvassa 2.2 ei-simpleksinen osi-
tus. Vaikka Spernerin lemma ja lauseet, joita työssä tullaan esittämään, voidaan yleistää
koskemaan myös ei-simpleksisiä osituksia, tässä työssä tullaan keskittymään vain simplek-
sisiin osituksiin.
Spernerin lemma sisältää käsitteen ”täydellisyys”. Monikulmio, jonka kärjet on nimetty
A, B ja C on täydellinen, jos särmien, joiden kärjet on nimetty edellä mainitulla tavalla,
lukumäärä on pariton. Erityisesti kolmio on täydellinen jos ja vain jos sen kaikki kolme
kärkeä on nimetty eri kirjaimilla. Särmää, jonka kärjet on nimetty A ja B, kutsutaan myös
täydelliseksi.
Lemma 2.1. (heikompi Spernerin lemma) Olkoon tasomonikulmion ositus simpleksinen.
Oletetaan, että kukin kärki on nimetty A, B tai C. Tällöin täydellisten kolmioiden luku-
määrä on kongruentti modulo 2 monikulmion reunoilla olevien täydellisten AB-särmien
lukumäärään nähden.
Todistus. Valitaan mielivaltainen kolmio osituksesta. Merkitään piste jokaisen särmän
viereen, joka on nimetty AB. (Kts. kuva 2.3.)
Kuva 2.3: Mielivaltaisia kolmioita tehdystä osituksesta.
Täydellinen kolmio kerää yhden pisteen. Kaikki muut kolmiot saavat joko kaksi tai
nolla pistettä. Näin ollen pisteiden kokonaismäärä on kongruentti modulo 2 täydellisten
kolmioiden lukumäärään nähden.
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Lasketaan seuraavaksi pisteiden kokonaismäärä särmien AB suhteen. Jokaisen sisä-
puolisen särmän AB vieressä on kaksi pistettä. Jokaisen reunalla olevan särmän AB vie-
ressä on yksi piste. Siis pisteiden kokonaismäärä on kongruentti modulo 2 reunalla olevien
täydellisten AB-särmien lukumäärään nähden.
Yhdistämällä nämä kaksi tulosta saadaan, että täydellisten kolmioiden lukumäärä on
yhtä suuri kuin täydellisten AB-särmien lukumäärä monikulmion rajoilla (modulo 2).
Heikompi Spernerin lemma kertoo, että jos monikulmio on täydellinen, niin osituksessa
on ainakin yksi täydellinen kolmio. Myöhemmin esitetään vahvempi Spernerin lemma, joka
ei vaadi monikulmion täydellisyyttä.
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Luku 3
2-adinen valuaatio
Toinen Monskyn lauseen todistamisessa tarvittava komponentti on algebrallinen, valuaa-
tio. Valuaatio mittaa sitä, kuinka suuri luku on. Itseisarvo on yleisin esimerkki valuaatiosta
[11, s. 3]. Aloitetaan määrittelemällä valuaation käsite.
Määritelmä 3.1. Valuaatio kunnassa F on funktio φ : F → R ∪∞, jolla on seuraavat
ominaisuudet:
(1) φ(xy) = φ(x) + φ(y)
(2) φ(x+ y) ≥ min{φ(x), φ(y)}
(3) φ(x) =∞ jos ja vain jos x = 0.
Koska φ(1) = φ(1 · 1) = φ(1) + φ(1), niin φ(1) = 0. Vastaavasti, φ(x) = 0 jokaiselle
luvun 1 juurelle ja erityisesti φ(−1) = 0. Siispä φ(−x) = φ(−1 ·x) = φ(−1)+φ(x) = φ(x),
jolloin φ(−x) = φ(x). Lisäksi, kun x ei ole 0, φ(1/x) = −φ(x). Edelleen, jos φ(x) < φ(y),
niin vahvempi ehto kuin (2) pätee, nimittäin φ(x) = φ(x+ y). Näyttääksemme tämän, on
ensin huomatta, että ominaisuudella (2), φ(x) ≤ φ(x+ y). Toisaalta
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φ(x) = φ(x+ y − y)
≥ min{φ(x+ y), φ(−y)}
= min{φ(x+ y), φ(y)}
≥ min{φ(x), φ(y)}
= φ(x).
Siis φ(x) = min{φ(x+y), φ(y)}. Koska φ(y) > φ(x), voidaan päätellä, että φ(x) = φ(x+ y),
mikä tuli todistaa.
Propositio 3.2. Jos φ on valuaatio kunnassa F ja x sekä y (y 6= 0) kuuluvat kuntaan F ,
niin φ(x/y) = φ(x)− φ(y).
Todistus. Oletetaan, että φ on valuaatio kunnassa F ja x sekä y (y 6= 0) kuuluvat kun-
taan F . Tällöin saadaan, että
φ(x/y) = φ(x · 1/y) = φ(x)− φ(y),
mikä tuli todistaa.
Toinen esimerkki valuaatiosta on p-adinen valuaatio, jota tullaan hyödyntämään Mons-
kyn lauseen todistamisessa. Konstruoidaksemme valuaation rationaalilukujen kunnassa Q
valitaan alkuluku p.
Määritelmä 3.3. Määritellään, että φp(0) = ∞. Jos r ∈ Q, r 6= 0, niin r voidaan
kirjoittaa muodossa pna/b, missä n, a ja b ovat kokonaislukuja ja kumpikaan luvuista a ja
b ei ole jaollinen luvulla p. Määritellään, että φp(r) = n. Funktiota φp kutsutaan p-adiseksi
valuaatioksi kunnassa Q.
Osoitetaan seuraavaksi, että φp on todellakin valuaatio.
Propositio 3.4. Funktio φp : Q→ R ∪∞ on valuaatio kunnassa Q.
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Todistus. Käydään läpi valuaation ominaisuudet ja katsotaan täyttääkö φp ne.
Olkoot x, y ∈ Q. Oletetaan lisäksi, että φp(x) > φp(y).
(1) Ensimmäinen ehto sanoo, että φp(xy) = φp(x) + φp(y). Tutkitaan tätä sijoittamalla
arvot x = pna/b ja y = pma/b. Saadaan, että
φp(xy) = φp(p
na/b · pma/b)
= φp(p
n+ma/b)
= n+m
= φp(p
na/b) + φp(p
ma/b)
= φp(x) + φp(y).
Siis ensimmäinen ehto toteutuu.
(2) Toinen ehto sanoo, että φp(x+ y) ≥ min{φp(x), φp(y)}. Käytetään aiemmin määritel-
tyjä x ja y arvoja. Saadaan, että
φp(x+ y) = φp(p
na/b+ pma/b)
= φp((p
n + pm)a/b)
≥ φp(pma/b)
= m
= min{n,m}
= min{φp(pna/b), φp(pma/b)}
= min{φp(x), φp(y)}.
Siis myös toinen ehto toteutuu.
(3) Oletetaan, että φp(x) =∞. Tällöin x on välttämättä 0, sillä jos x 6= 0, niin
x = p∞a/b = ∞ /∈ Q. Vastaavasti, jos oletetaan, että x = 0, niin suoraan p-adisen
valuaation määritelmästä saadaan, että φp(0) =∞. Näin ollen myös kolmas ehto toteutuu.
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Siis φp on valuaatio kunnassa Q, mikä tuli todistaa.
Richmanin ongelman ratkaisussa tarvitaan 2-adista valuaatiota, φ2. Seuraavaksi esitetään
muutama esimerkkitapaus sekä propositio, josta on hyötyä myöhemmin.
Esimerkki 3.5. Huomaa, että
(a) φ2(1) = 0, sillä 1 = 20 · 1/1
(b) φ2(2) = 1, sillä 2 = 21 · 1/1
(c) φ2(6) = 1, sillä 6 = 21 · 3/1
(d) φ2(20) = 2, sillä 20 = 22 · 5/1
Korollaari 3.6. Kokonaisluvulla on 2-adinen valuaatio, joka on suurempi tai yhtä suuri
kuin 1 jos ja vain jos se on parillinen. Muussa tapauksessa 2-adinen valuaatio on pienempi
kuin 1.
Todistus. Oletetaan ensin, että φp(x) ≥ 1. Oletetaan lisäksi, että x on pariton. Tällöin
φ2(x) = φ2(2k + 1)
≥ min{φ2(2k), φ2(1)}
= min{φ2(2) + φ2(k), φ2(1)}
= min{1 + k, 0}
= 0
< 1,
mistä seuraa ristiriita. Luvun x on siis oltava parillinen.
Oletetaan sitten, että x on parillinen. Tällöin pätee, että
φ2(x) = φ2(2k) = φ2(2) + φ2(k) = 1 + φ2(k) ≥ 1.
Siis kokonaisluvulla on 2-adinen valuaatio, joka on suurempi tai yhtä suuri kuin 1 jos
ja vain jos se on parillinen. Muussa tapauksessa 2-adinen valuaatio on pienempi1.
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Esimerkki 3.7. Lisäksi huomaa, että
(a) φ2(1/3) = 0, sillä 1/3 = 20 · 1/3
(b) φ2(3/20) = −2, sillä 3/20 = 2−2 · 3/5
(c) φ2(13/16) = −4, sillä 13/16 = 2−4 · 13/1
Richmanin ongelman ratkaisu edellyttää 2-adisen valuaation käyttöä. Olemme tähän
mennessä määrittäneet sen kuitenkin vain rationaalilukujen suhteen, mikä riittäisi, jos
osituksessa olevien kolmioiden kärkien koordinaatteja rajoitettaisiin siten, että ne sisäl-
tävät vain rationaaliukuja. Käsitelläksemme mielivaltaisia neliön osituksia meidän täy-
tyy kuitenkin laajentaa valuaatio φ(x)2 kunnasta Q kuntaan, joka sisältää kaikki kärkien
koordinaatit. Onneksi jokainen p-adinen valuaatio voidaan laajentaa koko reaalilukujen
kuntaan R (ja jopa koko kompleksilukujen kuntaan C). Seuraavassa luvussa osoitamme,
että valuaatio v kunnassa K on mahdollista laajentaa ainakin yhdellä tavalla jokaiseen
kuntaan L, joka sisältää kunnan K. Halutessaan lukija voi hypätä tämän yli. Pääasia
on, että jokainen valuaatio kunnassa Q voidaan laajentaa ainakin yhdellä tavalla mihin
tahansa reaalilukujen R alikuntaan.
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Luku 4
Chevalleyn lause valuaatioiden
laajennukselle
Jotta voisimme yleistää Monskyn lauseen koskemaan kaikkia neliöitä, on meidän laa-
jennettava edellisessä luvussa esitetty 2-adinen valuaatio rationaalilukujen kunnasta Q
reaalilukujen kuntaan R. Tässä luvussa tulemme osoittamaan tämän yleisesti kaikille va-
luaatioille. Luku perustuu pääosin teokseen Valued Fields [2].
Päätulos 4.1. Jokaiselle valuaatiolle v kunnassa K ja jokaiselle kunnan K laajennok-
selle L on olemassa valuaatio w kunnassa L valuaation v päällä esimerkiksi siten, että
valuaation w rajoittaminen kuntaan K on sama kuin v.
Edellinen on Chevalleyn lauseen suora seuraus. Ennen kuin siirrymme Chevalleyn
lauseen todistamiseen esitetään muutama tarpeellinen määritelmä sekä Zornin lemma,
joita tulemme tarvitsemaan myöhemmin.
Määritelmä 4.2. Alirengasta O ( K sanotaan kunnanK valuaatiorenkaaksi, jos kaikilla
z ∈ K pätee, että z ∈ O tai z−1 ∈ O.
Määritelmä 4.3. Valuaation v alkuideaali (tai maksimaalinen ideaali) on joukko
M = {z ∈ K|z−1 /∈ O},
joka on myös valuaatiorenkaan O maksimaalinen ideaali.
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Lemma 4.4. [1, s. 137] (Zorn) Oletetaan, että P≤ on epätyhjä osittain järjestetty joukko,
jolla on sellainen ominaisuus, että jokaisella nousevalla sarjalla (ai)≤ on yläraja b siten,
että ai ≤ b kaikilla i. Tällöin P≤ sisältää maksimaalisen alkion M . Toisin sanoen ei ole
olemassa c ∈ P , jolle pätisi M < c.
Nyt voidaan todistaa varsinainen Chevalleyn lause käyttäen hyväksi edellistä Zornin
lemmaa.
Lause 4.5. (Chevalley) Olkoon K kunta, R ⊆ K alirengas ja p alirenkaan R alkuideaali.
Tällöin on olemassa kunnan K valuaatiorengas O, jolle pätee, että
R ⊆ O ja M ∩R = p,
missä M on valuaatiorenkaan O maksimaalinen ideaali.
Todistus. Olkoon Rp jälleen kunnan R sijainti ideaalissa p. Olkoon∑
= {(A, I) | Rp ⊆ A ⊆ K, pRp ⊆ I ⊆ A, A rengas, I renkaan A aito ideaali}.
Tällöin
∑ 6= 0, sillä (Rp, pRp) ∈∑. Edelleen ∑ saattaa olla osittain järjestetty seuraa-
valla tavalla: kaikille (Aj, Ij) ∈
∑
(j = 1, 2) pätee, että
(A1, I1) ≤ (A2, I2) :⇔ A1 ⊆ A2, I1 ⊆ I2.
Jokainen jono {(Aj, Ij) | j ∈ J} sellaisia pareja (joissa J on epätyhjä indeksijoukko) omaa
ylärajan kunnassa (
∑
,≤), nimittäin,(⋃
j∈J
Aj,
⋃
j∈J
Ij
)
.
Zornin lemman nojalla joukolla
∑
on maksimaalinen alkio (O,M).
Huomaa, että R ⊆ Rp ⊆ O. Koska pRp on joukon Rp maksimaalinen ideaali, niin
M ∩ Rp = pRp. Siis M ∩ R = p. Näin ollen saattaaksemme todistuksen loppuun on
meidän enää näytettävä, että O on valuaatiorengas. Alkion (O,M) maksimaalisuudesta
seuraa, että O on lokaalirengas.
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Oletetaan nyt, että O ei ole valuaatiorengas. Tällöin on olemassa x ∈ K×, jol-
le pätee, että x, x−1 /∈ O. Edelleen O $ O[x],O[x−1]. Alkion (O,M) maksimaalisuu-
desta seuraa näin ollen, että MO[x] = O[x] ja MO[x−1] = O[x−1]. Siis on olemassa
a0, . . . , an, b0, . . . , bm ∈M , joille pätee, että
(4.6) 1 =
n∑
i=0
aix
i ja 1 =
m∑
i=0
bix
−i,
missä n,m ovat minimaaleja. Oletetaan ensin, että m ≤ n. Kun b0 ∈M , saadaan
m∑
i=1
bix
−i = 1− b0 ∈ O× = O \M
Siis
1 =
m∑
i=1
cix
−i, ci =
b1
1− b0 ∈M.
Kertomalla tämä yhtälö tekijällä xn saadaan, että
xn =
m∑
i=1
cix
n−1.
Yhdistämällä tämä yhtälön (4.6) ensimmäiseen osaan saadaan
1 =
n∑
i=0
aix
i =
n−1∑
i=0
aix
i +
m∑
i=1
cianx
n−i;
koska m ≤ n, tämä on ristiriidassa muuttujan n minimaalisuuden kanssa. Toisaalta, jos
n ≤ m, niin samalla tavalla saataisiin ristiriita muuttujan m minimaalisuuden kanssa. Siis
O on oltava valuaatiorengas.
Olkoon K2/K2 kuntalaajennos ja olkoot O1 ⊆ K1 ja O2 ⊆ K2 valuaatiorenkaita.
Sanotaan, että O2 on jatke variaatiorenkasta O1, jos O2 ∩ K1 = O1. Merkitään tätä
(K1,O1) ⊆ (K2,O2). Käytämme myös ilmaisuja kuten ”O2 on laajennos valuaatioren-
kaasta O1” tai ”O2 sijaitsee valuaatiorenkaan O1 päällä”, synonyymeinä tästä ilmaisusta.
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Oletetaan, että (K1,O1) ⊆ (K2,O2), ja olkoot M1 ja M2 valuaatiorenkaiden O1 ja O2
maksimaaliset ideaalit. Tällöin
M2 ∩K1 = M2 ∩ O1 = M1
O×2 ∩K1 = O×2 ∩ O1 = O×1 .
Kuntalaajennoksen K1 ⊆ K2 ja kunnan K2 valuaatiorenkaan O2 tapauksessa nähdään
myös, että O1 = O2 ∩K1 on kunnan K1 valuaatiorengas siten, että (K1,O1) ⊆ (K2,O2).
Lause 4.7. Olkoon K2/K1 kuntalaajennos ja olkoon O1 ⊆ K1 valuaatiorengas. Tällöin
on olemassa alirenkaan O1 laajennos O2 kunnassa K2.
Todistus. Koska O1 on kunnan K2 alirengas, Chevalleyn lauseen nojalla on olemassa kun-
nan K2 valuaatiorengas O2, jonka maksimaalisille ideaaleille pätee, että O1 ⊆ O2 ja
M2∩O1 = M1. Nyt riittää, kun osoitetaan, että valuaatiorenkailla O2∩K1 ja O1 on sama
maksimaalinen ideaali.
Valuaatiorenkaan O1 maksimaalinen ideaali on joukko M1 = {z ∈ K1 | z−1 /∈ O1}
ja valuuatiorenkaan O2 ∩K1 maksimaalinen ideaali on joukko
{z ∈ K2|z−1 /∈ O2} ∩ K1 = M2 ∩ K1 = M2 ∩ O1 = M1.
Siis valuaatiorenkailla on sama maksimaalinen ideaali, mistä seuraa, että niiden on
vastattava toisiaan eli toinen sisältää toisen. Valuaation jatkeen määritelmä täyttyy, mistä
seuraa väite.
Nyt edellisestä lauseesta seuraa suoraan luvun alussa esitetty päätulos 4.1. Toisin
sanoen jokaiselle valuaatiolle v ∈ O1 kunnassa K1 ja jokaiselle kunnan K1 laajennokselle
K2/K1 on olemassa valuaatio w ∈ O2 kunnassa K2, joka sijaitsee valuaation v päällä.
Ollaan todistettu, että mielivaltainen valuaatio v voidaan laajentaa mielivaltaisesta
kunnasta K tämän alikuntaan L ainakin yhdellä tavalla.
Seuraavassa luvussa hyödynnämme tätä tulosta laajentamalla 2-adisen valuaation ra-
tionaalilukujen kunnasta Q reaalilukujen kuntaan R. Tämän tekeminen mahdollistaa mie-
livaltaisten neliöiden (ja muiden monikulmioiden) tutkimisen.
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Luku 5
Monskyn lause
Tässä luvussa tulemme esittämään ja todistamaan Monskyn lauseen neliölle sekä tutustu-
maan joihinkin muiden monikulmioiden tasaosituksiin liittyviin lauseisiin. Luku perustuu
pääosin teokseen Algebra and Tiling: Homomorhisms in the Service of Geometria [10].
Edellisessä luvussa osoitettiin, että mikä tahansa valuaatio v voidaan laajentaa kun-
nasta K sen alikuntaan L ainakin yhdellä tavalla. Olkoon valuaatio φ valuaation φ2 laa-
jennos rationaalilukujen kunnasta Q reaalilukujen kuntaan R.
Nyt voimme jakaa koordinaattitason kolmeen joukkoon jokaiselle reaalilukujen kun-
nassa määritellylle valuaatiolle φ seuraavasti:
S0 = {(x, y) : φ(x) > 0 ja φ(y) > 0}
S1 = {(x, y) : φ(x) ≤ 0 ja φ(y) ≥ φ(x)}
S2 = {(x, y) : φ(y) > φ(x) ja φ(y) ≤ 0}.
Nimetään mikä tahansa piste P ∈ Si, Pi.
Huomautus 5.1. Jos Pi ∈ Si, niin myös piste Pi − P0 kuuluu joukkoon Si, kun 0 ≤ i ≤ 2.
Esimerkki 5.2. Jos φ on valuaation φ2 laajennos kuntaan R, niin φ(0) =∞, φ(1) = 0 ja
φ(2) = 1. Tällöin (0, 0), (2, 2) ∈ S0, (1, 0), (1, 1), (1, 2) ∈ S1 ja (0, 1), (2, 1) ∈ S2.
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Seuraava lemma on avainasemassa analysoitaessa monikulmioiden osittamista kolmioi-
hin, joilla on keskenään sama pinta-ala.
Lemma 5.3. Olkoon T valuaatiosta φ riippuva kolmio koordinaattitasossa, jonka kärjet
ovat (x1, y1), (x2, y2) ja (x3, y3), missä (xi, yi) kuuluu Si. Tällöin
φ(Kolmion T pinta-ala) ≤ −φ(2).
Todistus. Koska translaatio tekijällä (−x0,−y0) ei muuta pinta-aloja, ja Pi−P0 ∈ Si, 0 ≤ i ≤ 2,
voimme olettaa yksinkertaisuuden vuoksi, että (x0, y0) on (0, 0). Kolmion T pinta-ala on
tällöin itseisarvo seuraavasta
1
2
∣∣∣∣∣ x1 y1x2 y2
∣∣∣∣∣ = 12(x1y2 − x2y1).
Nyt, φ(x1) ≤ 0 ja φ(x1) ≤ φ(y1). Lisäksi φ(y2) ≤ 0 ja φ(y2) < φ(x2). Edelleen
φ(x1y2) < φ(x2y1) ja φ(x1y2) < 0. Siis
φ(Kolmion T pinta-ala) = φ(1/2) + φ(x1y2) ≤ φ(1/2) = −φ(2).
Lemma 5.4. [5] Suora voi sisältää korkeintaan kahden tyyppisiä pisteitä.
Todistus. Oletetaan, että suora voi sisältää kaikkia kolmen tyyppisiä pisteitä. Oletaan
lisäksi, että suora kulkee origon kautta. Olkoon suoran kulmakerroin λ.
Oletetaan ensin, että φ(λ)2 < 1. Nähdään, että suora ei voi sisältää pisteitä, jotka ovat
tyyppiä yksi, sillä
φ2(λ) = φ2
(
∆y
∆x
)
=
φ2(∆y)
φ2(∆x)
≥ φ2(∆x)
φ2(∆x)
= 1,
kun (x, y) ∈ S1.
Oletetaan sitten, että φ2(λ) ≥ 1. Tällöin nähdään, että suora ei voi sisältää pisteitä,
jotka ovat tyyppiä kaksi, sillä
φ2(λ) = φ2
(
∆y
∆x
)
=
φ2(∆y)
φ2(∆x)
<
φ2(∆x)
φ2(∆x)
= 1,
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kun (x, y) ∈ S2.
Kummassakin tapauksessa päädyttiin ristiriitaan alussa esitetyn oletuksen suhteen.
Näin ollen suora voi siis sisältää korkeintaan vain kahden tyyppisiä pisteitä, mikä tuli
osoittaa.
Esimerkki 5.5. Jos särmien kärjet on nimetty P0 ja P1, niin lemman 5.4 nojalla mikä
tahansa näiden väliin tuleva kärki on nimeltään P0 tai P1.
5.1 Neliö
Neliön osituksien analysoimiseksi tarvittava koneisto on nyt selvillä. Tarvitsemme kuiten-
kin vielä muutamia määritelmiä. Rajoitamme huomiomme simpleksisiin osituksiin, tosin
lauseet pätevät kaikille osituksille.
Kutsumme monikulmion ositusta m:ään kolmioon, joilla on keskenään sama pinta-ala,
m-tasaositukseksi (engl. m-equidissection). Olkoon φ valuaatio reaaliluvuissa. Kolmio, jon-
ka kärjet on nimetty P0, P1 ja P2 suhteessa valuaatioon φ, olkoon täydellinen. (”Täydelli-
sen” määritelmä, joka annettiin suhteessa kirjaimiin A,B ja C, on sama tilanteessa, jossa
kirjaimet ovat P0, P1 ja P2.) Seuraava lemma on se, missä Spernerin lemma, valuaatiot ja
tasaositukset yhdistyvät.
Lemma 5.6. Olkoon D ositus, joka jakaa monikulmion, jonka pinta-ala on A, m:ään
osaan, joilla on keskenään sama pinta-ala, ja olkoon φ valuaatio reaaliluvuissa. Jos D
sisältää täydellisen kolmion, joka on riippuvainen valuaatiosta φ, niin
φ(m) ≥ φ(2A).
Todistus. Olkoon T täydellinen kolmio tasaosituksessa. Sen pinta-ala on A/m. Lemman
5.3 nojalla
φ(A/m) ≤ −φ(2), tai φ(A)− φ(m) ≤ −φ(2).
19
Siis
φ(m) ≥ φ(A) + φ(2) = φ(2A).
Näytämme Lemman 5.6 hyödyllisyyden soveltamalla sitä neliön tasaositukseen.
Lause 5.7. (Richman-Thomas-Monsky) Kun neliö jaetaan m:ään osaan, joilla on keske-
nään sama pinta-ala, niin m on parillinen.
Todistus. Tarkastellaan neliötä, jonka kärjet ovat pisteissä (0, 0), (1, 0), (1, 1) ja (0, 1).
Valuaation φ, joka laajentaa 2-adiseen valuaatioon kunnassa Q kuntaan R, suhteen nämä
kärjet on nimetty P0, P1, P1, ja P2, kuten kuvassa 5.1 näkyy.
Kuva 5.1: Neliön kärjet nimettynä valuaation φ suhteen.
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Kuva 5.2: Tyypillinen neliön simpleksinen ositus.
Kuva 5.2 näyttää tyyppillisen simpleksisen neliön osituksen.
Lemman 5.4 nojalla neliön pohjasärmässä olevat kärjet voivat olla nimeltään joko
P0 tai P1, vasemmanpuoleisessa särmässä joko P0 tai P2, yläsärmässä joko P1 tai P2 ja
oikeanpuoleisessa särmässä joko P1 tai P2. Osituksen kärjet, jotka ovat reunalla, ovat
rikkoneet reunan osiin. Näin ollen ainoat osiot, joiden päätepisteet ovat P0 ja P1 ovat
neliön pohjasärmässä. Näitä on olemassa pariton määrä. Nyt Spernerin lemman nojalla
on olemassa täydellinen kolmio. Edelleen lemman 5.6 nojalla
φ(m) ≥ φ(2(Neliön pinta-ala)) = φ(2) = 1.
Siis korollaarin 3.6 nojalla m on parillinen.
5.2 Muut monikulmiot
Neliö voidaan yleistää moneen suuntaan: n-ulotteisiksi kuutioiksi, säännöllisiksi monikul-
mioiksi, puolisuunnikkaiksi, nelikulmioiksi, keskisymmetrisiksi monikulmioiksi jne.. Tässä
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luvussa esitetään joitakin näiden neliön yleistyksien tasaosituksiin liittyviä tuloksia.
Vuonna 1979 Mead [6] todisti ensimmäisenä jatko-osana neliötä käsittelevälle lauseelle,
että jos n-ulotteinen kuutio jaetaan osiin, joilla on samat tilavuudet, osien lukumäärän
on oltava luvun n! kerrannainen. Alla on esitetty tuloksen muotoilu lauseena.
Lause 5.8. [6, s. 302] Olkoon C yksikkö hyperkuutio n. ulottuvuudessa. Tällöin C voidaan
osittaa m simpleksiin, joilla kaikilla on sama tilavuus jos ja vain jos m on luvun n!
monikerta.
Todistus. Todistus jätetään tässä väliin, mutta se löytyy teoksesta Dissection of a hy-
percube into simplices [6].
Vuonna 1985 Elaine Kasimatis etsi algebrallista aihetta, jonka voisi ujuttaa G. D.
Chakerianin geometrian seminaariin Davisissa. Stein ehdotti Kasimatisille, että tämä voi-
si raportoida neliön ja kuution osituksista, jonka Chakerian vastentahtoisesti hyväksyi
geometriseksi. Puheen jälkeen Stein kysyi: ”Entäpä säännöllinen 5-kulmio?” Kasimatisin
vastaus julkaistiin vuonna 1989 [3]: Säännöllisen n-kulmion, missä n ≥ 5, tasaosituksessa,
kolmioiden lukumäärän täytyy olla luvun n kerrannainen.
Tässä vaiheessa Kasimatis ja Stein [4] esittivät yleisen kysymyksen: ”Jos tasomonikul-
miolla K on m-tasaositus, mitä voidaan sanoa luvusta m?” Ongelman ratkaisemiseksi he
esittelivät käsitteen ”kunnan K spektrin”, jonka määrittelemme seuraavaksi:
Määritelmä 5.9. Monikulmion K spektri (engl. spectrum of K) on kokonaislukujen m
joukko, joille pätee, että monikulmiolla K on tasaositus m kolmioon. Monikulmion K
spektriä merkitään S(K). Jos m on joukossa S(K), niin on myös mikä tahansa positii-
vinen kokonaisluku, joka on luvun m kerrannainen. Jos joukko S(K) koostuu yksittäisen
kokonaisluvun, m, kerrannaisista, niin monikulmiota K ja joukkoa S(K) kutsutaan prin-
sipaalisiksi ja joukko S(K) voidaan kirjoittaa myös 〈m〉.
Esimerkiksi lainatut tulokset näyttävät, että neliö, n-ulotteinen kuutio ja mikä tahansa
säännöllinen monikulmio ovat prinsipaaleja. Kuten tulemme näkemään kaikki monikul-
miot eivät kuitenkaan ole prinsipaalisia, minkä lisäksi konstruoimme monikulmioita, joilla
ei ole ollenkaan tasaositusta.
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Aloitetaan puolisuunnikkaista. Mikä tahansa puolisuunnikas voidaan siirtää puolisuun-
nikkaaksi, jonka kolme kärkeä ovat (0, 0), (1, 0) ja (0, 1), käyttämällä affiinia kuvausta.
Koska affiini transformaatio suurentaa kaikki alueet samalla tekijällä, se siirtää tasajaon
tasajaoksi. Näin ollen voidaan tarkastella kuvassa 5.3 esitetyn tyyppisiä puolisuunnikkai-
ta, joiden neljäs kärki on (a, 1).
Puolisuunnikas on affiinisti ekvivalentti tämän puolisuunnikkaan kanssa, jos sen yh-
densuuntaisten sivujen pituuksien suhde on a. Olkoon T (a) merkintä kuvassa 5.3 olevalle
puolisuunnikkaalle.
Kuva 5.3: Puolisuunnikas T (a).
Kaksi seuraavaa lausetta esittävät äärimmäisiä tapauksia, kun a on transendentaalinen
ja kun a on rationaalinen.
Lause 5.10. Jos a on transendentaalinen, puolisuunnikkaalla T (a) ei ole tasaositusta.
Todistus. Tehdään vastaoletus. Oletetaan, että puolisuunnikkaalla T (a) on m-tasaositus.
Olkoon p alkuluku, joka on suurempi kuin m. Huomaa, että kärkien nimeämiset kuvassa
5.3 ovat täysin suhteellisia mille tahansa valuaatiolle φp huolimatta siitä mikä φp(a) on.
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Missä tahansa puolisuunnikkaan osituksessa kaikki osat, joiden päätepisteet ovat P0 ja
P1, esiintyvät alasärmässä ja niitä on pariton määrä. Edelleen puolisuunnikkaan T (a)
pinta-ala on (1 + a)/2.
Soveltamalla Spernerin lemmaa ja lemmaa 5.6 saadaan, että
φp(m) ≥ φp(a+ 1).
Koska a+1 on transendentaali, voimme määrätä valuaation arvon φp(a+1) olemaan 1.
Täten luku p jakaa luvun m, joka on parillinen, aiheuttaen ristiriidan luvun p valinnan
suhteen. Siis ei ole olemassa puolisuunnikkaan T (a) tasaositusta.
Seuraava lause, suhteessa edelliseen, kertoo, että kun a on rationaalinen, puolisuun-
nikkaalla T (a) on tasaositus, joka on prinsipaalinen.
Lause 5.11. Olkoon a rationaaliluku, a = r/s, missä r ja s ovat positiivisia, toisillaan
jakamattomia kokonaislukuja. Tällöin puolisuunnikkaan T (a) spektri on 〈r + s〉.
Todistus. Ensiksikin puolisuunnikkaalla T (a) on monia (r+ s)-tasaosituksia. Esimerkiksi
puolisuunnikkaan T (a) diagonaali leikkaa kahta kolmiota, joiden pinta-alat ovat lukujen r
ja s suhteen luokkaa. Jakamalla ensimmäinen kolmio r:ään kolmioon, joilla on keskenään
sama pinta-ala, ja toinen kolmio s:ään kolmioon, joilla on keskenään sama pinta-ala,
saadaan aikaan puolisuunnikkaan T (a) (r+s)-tasaositus. Täten 〈r+s〉 on joukon S(T (a))
osajoukko.
Seuraavaksi näytämme, että mille tahansa m-tasaositukselle, luvun m on oltava luvun
r + s monikerta.
Yksinkertaistamiseksi olkoon puolisuunnikkaan T (r/s) affiinikuvaus saatu suurenta-
malla x-akselin suuntaisesti tekijällä s. Tämä on esitetty kuvassa 5.4 puolisuunnikkaalle
T , jonka kärjet ovat pisteissä (0, 0), (s, 0), (r, 0) ja (0, 1).
Olkoon p alkuluku, joka jakaa luvun r + s. Toivomme näyttävämme, että puolisuun-
nikkaan m-tasaositukselle pätee, että φp(m) ≥ φp(r + s).
Koska p jakaa luvun r+s ja r sekä s ovat toistensa suhteen alkulukuja, φp(r) = 0 = φp(s).
Puolisuunnikkaan T kärjet on näin ollen täysin nimetty suhteessa valuaatioon φp (kts. ku-
va 5.5.)
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Kuva 5.4: Puolisuunnikkaan T (r/s) affiinikuvaus.
Kuva 5.5: Puolisuunnikkaan T kärjet nimettynä valuaation φp suhteen.
Kuten neliön tapauksessa, missä tahansa puolisuunnikkaan T tasaosituksessa on täy-
dellinen kolmio. Koska puolisuunnikkaan T pinta-ala on (r+s)/2 saadaan lemman 5.6 no-
jalla
φp(m) ≥ φ(2(r + s)/2) = φ(r − s).
Koska φp(m) ≥ φp(r + s) jokaiselle alkuluvulle p, joka jakaa luvun r + s, niin luku r + s
jakaa luvun m.
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Lauseet 5.16 ja 5.11 herättävät kysymyksen: ”Entä puolisuunnikkaan T (a) tasaositus
silloin, kun a on algebrallinen, mutta ei rationaalinen?” Seuraavat pari lausetta antavat
kuvan siitä mitä jo tiedetään.
Lause 5.12. Olkoot t1, t2 ja t3 positiivisia kokonaislukuja siten, että t22− 4t1t3 on positii-
vinen ja ei ole kokonaisluvun neliöjuuri. Olkoon a yksi yhtälön t3x2−t2x+t1 = 0 juurista.
Tällöin puolisuunnikaalla T (a) on tasaositus t1 + t2 + t3-kolmioiksi.
Todistus. Olkoon b luku avoimella välillä ]0, 1[ ja c positiivinen luku, joka tullaan määrit-
telemään myöhemmin. Leikkaa puolisuunnikas T (c) kolmeen kolmioon, T1, T2 ja T3, jotka
on määritelty seuraavasti: Kolmiolla T1 on kärjet pisteissä (0, b), (c, 1) ja (0, 1); kolmiolla
T2 on kärjet pisteissä (0, b), (1, 0) ja (c, 1); kolmiolla T3 on kärjet pisteissä (0, 0), (0, 1) ja
(0, b). Nämä kolmiot on esitetty kuvassa 5.6.
Kuva 5.6: Puolisuunnikkaalle T tehty leikkaus kolmeen kolmioon.
Kolmiolla T1 on pinta-ala A1 = c(1−b)/2; kolmiolla T2 on pinta-ala A2 = (cb+ 1− b)/2;
ja kolmiolla T3 on pinta-ala A3 = b/2. Määritellään b ja c siten, että pinta-alat A1, A2 ja
A3 ovat suhteessa kokonaislukuihin t1, t2 ja t3. Sellaisella lukujen valinnalla puolisuunnik-
kaalla T (c) olisi (t1 + t2 + t3)-tasaositus.
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Yhtälöistä
A2
A1
=
t2
t1
ja
A3
A1
=
t3
t1
tulee
cb+ 1− b
c(1− b) =
t2
t1
ja
b
c(1− b) =
t3
t1
.
Yksinkertaisella algebralla saadaan, että b = ct3/(t1 + ct3), missä c on kumpi tahansa
2. asteen yhtälön t3x2 − t2x + t1 = 0 juurista. Koska t22 − 4t1t3 on positiivinen, juuri on
reaalinen. (Huomaa, että c on positiivinen ja että 0 < b < 1.)
On olemassa nelikulmioita, jotka eivät ole prinsipaalisia. Esimerkiksi, tarkastellaan
nelikulmiota, jonka kärjet ovat 0, 0), (1, 0), (0, 1) ja (3/2, 3/2). Sen pitkä diagonaali leikkaa
sen kahteen kolmioon, joilla on keskenään sama pinta-ala. Toisaalta, sen lyhyt diagonaali
leikkaa sen kolmioon, jonka pinta-ala on 1/2, ja kolmioon, jonka pinta-ala on 1, jonka
pitkä diagonaali jakaa kahteen kolmioon, joiden pinta-ala on 1/2. Siis sekä 2 että 3 ovat
nelikulmion spektrissä, ja spektri ei ole prinsipaalinen.
Tämä nelikumio vihjailee, että meidän kannattaa tarkastella nelikulmioita, jotka ovat
symmetrisiä yhden diagonaalin suhteen.
Olkoon Q(a) nelikulmio, jonka kärjet ovat pisteissä (0, 0), (1, 0), (a, a) ja (0, 1), missä
a on suurempi kuin 1/2 ( jotta nelikulmio olisi konveksi). Seuraava lause kertoo, että
ääretön lukumäärä näitä nelikulmioita ei ole prinsipaalisia.
Lause 5.13. Olkoon a = r/(2s), missä r ja s ovat toistensa suhteen jakamattomia koko-
naislukuja, r on pariton ja suurempi kuin s. Tällöin konveksin nelikulmion Q(a) spektri
sisältää luvun 2 ja kokonaisluvun r+ 2sk jokaista epänegatiivisista kokonaislukua k kohti.
Todistus. Olkoon k ei-negatiivinen kokonaisluku ja olkoon x = a/(a + k). Jaetaan neli-
kulmio Q(a) kolmeen kolmioon kärjen (x, 0) avulla. (Jos k = 0, on olemassa vain kaksi
kolmiota.) Kolmiot on esitetty kuvassa 5.7.
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Kuva 5.7: Nelikulmion Q(a) ositus kolmeen kolmioon.
Kolmen kolmion pinta-alat ovat suhteessa
x : xa− x+ a : a(1− x)
tai
a
a+ k
:
a
a+ k
(a− 1) + a : a
(
1− a
a+ k
)
.
Korvaamalla luku a luvulla r/(2s) ja sieventämällä, nähdään, että pinta-alat ovat suh-
teessa
s : r − s+ sk : sk,
mistä seuraa, että nelikulmiolla on tasaositus s+ (r − s+ sk) + sk = r + 2sk kolmioiksi,
kuten väitettiin.
Edellisessä lausessa φ2(a) ≤ −1. Seuraavasta lause kertoo, että jos φ2(a) > −1, niin
nelikulmio Q(a) on prinsipaalinen.
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Lause 5.14. Jos φ2(a) > −1, niin nelikulmion Q(a) spektri on 〈2〉.
Todistus. Jos −1 < φ2(a) ≤ 0, niin nelikulmiolla Q(a) on vain yksi särmä, joka on nimetty
P0P1 suhteessa valuaatioon φ ja siten myös valuaatioon φ2. Nelikulmion osittaminen jakaa
särmän P0P1 osiin, joita on pariton määrä. Näin ollen Spernerin lemman nojalla ositus
sisältää täydellisen kolmion, joka on riippuvainen valuaatiosta φ2. Siis lemman 5.6 nojalla
mille tahansa nelikulmion Q(a) ositukselle pätee, että
(5.15) φ2(m) ≥ φ2(2A).
Nelikulmion pinta-ala A saadaan kolmioiden pinta-alojen summana. Koska kolmiot
ovat pinta-alaltaan yhtä suuria, kunkin kolmion pinta-ala on A/m. Lemman 5.3 nojalla
pätee, että
φ2(kolmion T pinta-ala) ≤ −φ2(2).
Edelleen saadaan, että
(5.16) φ2(2A) = φ2(2 · (m · kolmion T pinta-ala)) ≤ φ2(2) + φ2(m)− φ2(2) = φ2(m)
Kun yhtälöt 5.17 ja 5.16 yhdistetään saadaan, että
φ2(m) = 1,
mistä seuraa korollaarin 3.6 nojalla, että nelikulmion Q(a) m-tasaosituksessa m on paril-
linen.
Jos φ1(a) > 0, nelikulmiolla Q(a) on kaksi särmää P0P1. Sovelletaan affiinia kuvausta
(x, y) → (x/a, y), jolloin saadaan nelikulmio, jolla on vain yksi särmä, joka on nimetty
P0P1 valuaation φ2 suhteen. Tämän nelikulmion pinta-ala on a/a = 1.
Edelleen Spernerin lemman ja lemman 5.6 nojalla saadaan, että
(5.17) φ2(m) ≥ φ2(2A) = φ2(2 · 1) = φ2(2) = 1.
Siis m on joka tapauksessa parillinen, mikä tuli todistaa.
Lauseet 5.13 ja 5.14 eivät koske tilannetta, jossa a on irrationaaliluku, jolle pätee, että
φ2(a) ≤ −1.
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5.3 Säännölliset monikulmiot
Kuten jo mainittiin, Kasimatis todisti, että säännöllisen n-kulmion, n ≥ 5, spektri on 〈n〉,
ja näin ollen se on prinsipaalinen. Yleisessä tapauksessa todistus soveltaa valuaatioiden
laajennosta kompleksilukuihin. Kuitenkin, säännölliselle kuusikulmion tapauksessa näin
ei ole. Tässä luvussa esitämme todistuksen kuusikulmion tapauksessa, koska se tuo esiin
osan yleisen tapauksen todistuksen elemententeistä.
Ensisilmäyksellä meidän voisi olettaa käyttävän hyvintunnettua symmetristä kuusi-
kulmiota, joka on piirretty sellaisen yksikköympyrän sisään, jonka keskipiste on origossa,
kuten kuvassa 5.8.
Kuva 5.8: Hyvintunnettu origokeskisen yksikköympyrän sisään piirretty kuusikulmio.
Yksikään sen kärjistä ei kuitenkaan ole nimetty P2 suhteessa valuaatioihin φ2 tai φ3,
minkä vuoksi valitsemme affiinin kuvan tästä kuusikulmiosta. Yksi toimivista kuvista on
esitetty kuvassa 5.9, missä kolme peräkkäistä kärkeä ovat (0, 0), (0, 0) ja (0, 1) ja toiset kär-
jet ovat (2, 1), (2, 2) ja (1, 2). Tietenkin tämä askel on päinvastainen kuin yleisempi lähes-
tymistapa, ongelman analysoiminen sen symmetrisimmässä muodossa. Tässä tapauksessa
olemme tuhoamassa kuusikulmion rotaatiosymmetrisyyden.
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Kuva 5.9: Affiini kuva kuvassa 5.8 esitetystä kuusikulmiosta.
Kuvassa 5.9 esitetyn ”vääristyneen” monikulmion pinta-ala on 3. Valuaation φ3 suhteen
on olemassa vain yksi särmä P0P1, mistä seuraa, että φ3(m) ≥ φ3(2 · 3) = 1 mille tahansa
monikulmion m-tasaositukselle, ja nähdään, että m on luvun 3 kerrannainen.
Sen osoittaminen, että m on parillinen, ei ole niin suoraa. Suhteessa valuaatioon φ2
vääristyneen kuusikulmion kärjet on nimetty P0, P1, P2, P0, P1, P2, missä kärjet on listattu
vastapäivään alkaen origosta. On olemassa kaksi P0P1 särmää. Huomaa, että ne on piirret-
ty samaan suuntaan, pisteestä P0 pisteeseen P1. Onneksi on olemassa hienostunut versio
Spernerin lemmasta, joka sanoo, että missä tahansa osituksessa on olemassa täydellinen
kolmio, mistä seuraa, että luku m on jaollinen luvulla 2. (Kts. Lause 5.18.)
Spernerin lemman vahvemman version sisältö ja todistus ovat samanlaisia kuin aiem-
min käsitellyn version.
Tarkastellaan monikulmion simpleksiä ositusta, jossa kukin kärki on nimetty A,B tai
C. Olkoon n+(ABC) täydellisten kolmioiden lukumäärä osituksessa, jossa järjestys pis-
teestä A pisteeseen B ja siitä pisteeseen C on vastapäivään. Olkoon n−(ABC) tapausten
lukumäärä, jolloin järjestys on myötäpäivään. Vastaavasti, olkoon n+(AB) monikulmion
osien lukumäärä, jotka on nimetty AB ja joille järjestys pisteestä A pisteeseen B antaa
reunalle orientaation vastapäivään. Olkoon n−(AB) tapausten lukumäätä, jossa reuna saa
orientaation myötäpäivään.
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Lause 5.18. (vahvempi Spernerin lemma.) Olkoon monikulmion, jonka jokainen kärki on
nimetty A,B tai C, ositus simpleksinen. Tällöin
n+(ABC)− n−(ABC) = n+(AB)− n−(AB).
Todistus. Olkoon monikulmio ositettu simpleksisesti. Merkitään luku 1 tai -1 jokaisen
särmän AB viereen. (Kts. kuva 5.10.)
Kuva 5.10: Ohjeidenmukaiset merkinnät simpleksisesti ositetulle monikulmiolle.
Merkitään jokaisessa kolmiossa luku 1 särmän AB viereen niissä kolmioissa, joissa
orientaatio pisteestä A pisteeseen B antaa kolmiolle orientaation, joka on vastapäivään.
Vastaavasti merkitään luku -1 särmän AB viereen, jos muodostunut orientaatio on myö-
täpäivään.
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Tällöin täydellinen ABC-kolmio saa arvon 1 tai -1 ja muut kolmiot arvon 0. Kuvassa
5.10 osituksessa muodostuneet kolmiot ovat väärikoodattu siten, että arvon 1 saaneet
kolmiot ovat punaisia, arvon -1 saaneet sinisiä ja arvon 0 saaneet vihreitä tai valkoisia
riippuen siitä onko niillä särmää AB.
Kun luvut 1 ja -1 lasketaan yhteen kolmion suhteen, saadaan, että
n+(ABC)− n−(ABC) = 2− 3 = −1.
Vastaavasti särmien suhteen laskettaessa saadaan, että
n+(AB)− n−(AB) = 5− 6 = −1.
Edellisten tulosten yhdistämisestä seuraa välittömästi, että
n+(ABC)− n−(ABC) = n+(AB)− n−(AB),
mikä tuli todistaa.
5.4 Keskisymmetriset monikulmiot
Vuonna 1987 pohtiessaan vaikuttaako monikulmion symmetrisyys sen spektriin vai ei
Stein tarkasteli ensin peilisymmetrisyyttä. Koska tasakylkinen kolmio on peilisymmetrinen
ja sen spektri on 〈1〉, selvästikin tämän tyyppinen symmetrisyys ei aseta rajoja spektrille.
Toisaalta, neliön tasaositus lauseen ja Kasimatiksen lauseen nojalla keskisymmetrisen
säännöllisen monikulmion spektri ei sisällä parittomia lukuja.
Richman-Thomas-Monsky lause sanoo, että missä tahansa keskisymmetrisen nelikul-
mion, eli suunnikkaan, m-tasaosituksessa, m on parillinen. Stein yritti konstruoida kes-
kisymmetrisen kuusikulmion, jolla olisi ollut m-tasaositus, missä m on pariton. Yritys
päättyi todistukseen, jonka mukaan keskisymmetrisen kuusikulmion spektri ei sisällä pa-
rittomia lukuja. Esitämme tämän todistuksen tässä Monskyn yksinkertaistamana.
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Lause 5.19. Keskisymmetrisen kuusikulmion spektri ei sisällä parittomia lukuja.
Todistus. Olkoot kuusikulmiot kärjet, järjestyksessä, D1, D2, D3, D4, D5 ja D6. Tarkastel-
laan kuuden kolmion DiDi+1Di+2, missä D7 = D1 ja D8 = D2, pinta-aloja. Koska oletam-
me, että kuusikulmio ei ole suunnikas, yksikään näistä pinta-aloista ei ole 0. Numeroidaan
kärjet niin, että φ2(Pinta-ala D1D2D3) on pienin kuudesta luvusta φ2(pinta-ala DiDi+1Di+2),
1 ≤ i ≤ 6. Käyttäen hyväksi affiinia siirrosta saadaan, että D1(1, 0), D2 = (0, 0) ja
D3 = (0, 1). Olkoon D4 = (a, b+ 1). Tällöin D5 = (a+ 1, b+ 1) ja D6 = (a+ 1, b), kuten
kuvassa 5.11.
Kuva 5.11: Affiinia siirrosta hyväksikäyttäen saatu kuusikulmio.
Kolmion D1D2D3 pinta-ala on 1/2. Näin ollen
φ2(a/2) = φ2(Pinta-ala D2D3D4) ≥ φ2(1/2)
ja edelleen φ2(a) ≥ 0. Vastaavasti tarkastelemalla kolmiota D6D1D2 nähdään, että
φ2(b) ≥ 0. Kuvassa 5.11 esiintyvän kuusikulmion kärkien nimeäminen valuaation φ2 suh-
teen on lähes täysin määritelty, kuten kuvasta 5.12 voi nähdä. Suurin monitulkinnaisuus
on pisteessä D5.
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Kuva 5.12: Kuvassa 5.11 esiintyvän kuusikulmion kärkien nimeäminen valuaation φ2 suh-
teen.
Jos sitä ei nimetä P0, niin silloin on vain yksi särmä P0P1 ja Spernerin lemma pätee.
Jos piste D5 merkitään pisteeksi P0, Spernerin lemma pätee jälleen. Tosin, jos pistettä D6
merkitään P2, tarvitaan hienostunut versio. Koska kuusikulmion pinta-ala on 1 + a + b,
saadaan, että
φ2(m) ≥ φ2(2(1 + a+ b)) ≥ φ2(2) = 1,
mikä osoittaa sen, että m on parillinen m-tasaosituksessa.
Tekniikka toimii keskisymmetriselle kahdeksankulmiolle [9], mutta erillisten tarkastel-
tavien tapausten lukumäärä lisääntyy nopeasti särmien lukumäärän lisääntyessä. Monsky
[8] osoitti lauseen yleisyyden käyttäen homologisia ryhmiä: Rajoitettua keskisymmetristä
monikulmiota (jopa reiällistä) ei voida leikata parittomaan määrään kolmioita, joilla on
keskenään sama pinta-ala.
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